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Si tratta del grafico delle due funzioni ottenute esplicitando rispetto
ad y l’equazione cartesiana
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Figura 2: f+ bianco, f− blu
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Che significato possiamo dare a f(0)?
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L’Analisi Matematica rende rigoroso quello che in casi come questo il
buon senso suggerisce
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L’Analisi Matematica rende rigoroso quello che in casi come questo il
buon senso suggerisce
Se non posso valutare
f(x) =
cos2 x− 1 + x2
x4
in zero lo faro` per valori vicini a zero
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Costruiamo la tabella 
x f(x)
1 0.291927
1
2 0.322418
1
3 0.328434
1
4 0.330568
1
5 0.331561
1
6 0.332101
1
7 0.332428
1
8 0.33264
1
9 0.332785

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proseguiamo 
x f(x)
1
93 0.333328
1
94 0.333328
1
95 0.333328
1
96 0.333329
1
97 0.333329
1
98 0.333329
1
99 0.333329
1
100 0.333329

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Un intorno completo di un punto x0 e` un intervallo aperto conte-
nente x0
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Un intorno completo di un punto x0 e` un intervallo aperto conte-
nente x0
La definizione di intorno non esclude che la possibilita` che x0 sia un
estremo dell’intervallo.
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Definizione Si dice che il numero reale x0 e` un punto aderente
di A, sottoinsieme non vuoto di R, se ogni intorno completo I(x0) di
x0 ha punti comuni con A.
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Definizione Si dice che il numero reale x0 e` un punto aderente
di A, sottoinsieme non vuoto di R, se ogni intorno completo I(x0) di
x0 ha punti comuni con A.
In simboli A ∩ I(x0) 6= ∅.
Definizione x0 ∈ A si dice punto isolato di A se esiste un intorno
completo I(x0) di x0 tale che I(x0) ∩ A = ∅
Si osservi che ogni punto isolato x0 in un insieme A e` anche aderente.
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Definizione Si dice che il numero reale x0 e` un punto di accumu-
lazione di A, sottoinsieme non vuoto di R se ogni intorno completo
I(x0) di x0 ha punti comuni con A \ {x0}.
11/19 Pi?
22333ML232
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In simboli (A \ {x0}) ∩ I(x0) 6= ∅.
11/19 Pi?
22333ML232
Definizione Si dice che il numero reale x0 e` un punto di accumu-
lazione di A, sottoinsieme non vuoto di R se ogni intorno completo
I(x0) di x0 ha punti comuni con A \ {x0}.
In simboli (A \ {x0}) ∩ I(x0) 6= ∅.
Se A e` il dominio della funzione
f(x) =
cos2 x− 1 + x2
x4
0 e` punto di accumulazione di A
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Definizione Sia f : A→ R, x0 di accumulazione per A.
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Definizione Sia f : A→ R, x0 di accumulazione per A.
Diremo che f tende ad ` per x→ x0 se per ogni successione xn → x0
si ha che
lim
n→∞ f(xn) = `
In tal caso si scrive
lim
x→x0
f(x) = `
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Avremmo potuto definire il limite usando la notazione ε− δ
Definizione Sia f : A→ R, x0 di accumulazione per A.
Diremo che f tende ad ` per x→ x0 se per ogni ε > 0 esiste δ(ε) > 0
tale per cui, per ogni x ∈ A, x 6= x0 per cui risulti |x− x0| < δ(ε), si
ha
|f(x)− `| < ε
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Definizione Sia f : A→ R, x0 di accumulazione per A.
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Definizione Sia f : A → R, x0 di accumulazione per A. Diciamo
che f ha limite sinistro per x crescente verso x0 e in tale caso
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Definizione Sia f : A → R, x0 di accumulazione per A. Diciamo
che f ha limite sinistro per x crescente verso x0 e in tale caso
scriviamo
lim
x→x−0
f(x) = lim
x↗x0
f(x) = `
se per ogni ε > 0, esiste δ(ε) > 0 tale che
x0 − δ(ε) < x < x0 =⇒ |f(x)− `| < ε.
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Definizione Sia f : A→ R, x0 di accumulazione per A.
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Definizione Sia f : A → R, x0 di accumulazione per A. Diciamo
che f ha limite destro per x decrescente verso x0 e in tale caso
scriviamo
lim
x→x+0
f(x) = lim
x↘x0
f(x) = `
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Definizione Sia f : A → R, x0 di accumulazione per A. Diciamo
che f ha limite destro per x decrescente verso x0 e in tale caso
scriviamo
lim
x→x+0
f(x) = lim
x↘x0
f(x) = `
se per ogni ε > 0, esiste δ(ε) > 0 tale che
x0 < x < x0 + δ(ε) =⇒ |f(x)− `| < ε.
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Definizione Siano A ⊂ R, A 6= ∅; f : A → R e x0 ∈ A. Diremo
che la funzione f e` continua in x0 punto aderente di A, se:
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Definizione Siano A ⊂ R, A 6= ∅; f : A → R e x0 ∈ A. Diremo
che la funzione f e` continua in x0 punto aderente di A, se:
a) x0 e` un punto isolato di A;
b) se x0 non e` isolato, se:
lim
x→x0
f(x) = f(x0)
In pratica la continuita` di una funzione significa che questa e` permea-
bile all’operazione di limite
lim
n→∞ f(xn) = f( limn→∞xn)
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Non continuita`
Se x0 ∈ A con f(x) non continua in x0 e` necessario che x0 non sia un
punto isolato, altrimenti la funzione sarebbe continua,
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Non continuita`
Se x0 ∈ A con f(x) non continua in x0 e` necessario che x0 non sia
un punto isolato, altrimenti la funzione sarebbe continua, dunque x0
e` aderente ad A ma deve essere:
lim
x→x0
f(x) 6= f(x0)
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Diremo che la discontinuita` in x0 e` un salto se esistono e sono finiti,
ma diversi:
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Diremo che la discontinuita` in x0 e` un salto se esistono e sono finiti,
ma diversi:
lim
x→x+0
f(x) = `+ e lim
x→x−0
f(x) = `−
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Ad esempio f(x) = x− [x] ha un salto per ogni x ∈ Z
1 2 3
x
1
y
